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35010

Testverfahren mit Binomialverteilung

Vorwort

Das Testen von Hypothesen gehort zur Beurteilenden Statistik. Ich zeige hier, wie man die vier
wichtigen Falle behandelt, und welche grundlegenden Fragestellungen es dazu gibt.

Es wurde auch noch ein Abschnitt angefligt, in dem o —Intervalle des Erwartungswertes

als Annahmebereich einer Hypothese verwendet werden. Dazu bendtigt man aber oft Tabellen.

Ein Problem fiir diesen Text sind die unterschiedlichen Fahigkeiten der bendtigten Rechner.

Ich biete daher oftmals mehrere Erklarungen dazu an.

Grundkenntnisse Uber die Binomialverteilung werden vorausgesetzt. (Texte 34010 ff.)
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§ 1 Um was geht es? — Wichtige Infos...

In unserem Alltag begegnen uns vielfach Behauptungen bzw. Angaben, die wir glauben kénnen, die

man aber auch auf ihre Richtigkeit hin Gberprifen kann.

a) Ein Medikament gegen Bluthochdruckt wirkt bei mindestens 60% der an Bluthochdruck
erkrankten Personen.

b) In einer Kiste mit Glaskugeln betragt der Anteil der roten Kugeln entweder 25% oder 407

c) Der Anteil der defekten Schrauben in einer Kiste betragt hdchstens 5%.

d) Der Spielautomat liefert mit genau 50% Wahrscheinlichkeit Gewinnspiele.

Da eine totale Kontrolle aller Patienten / Glaskugeln / Schrauben / Gewinnspiele nicnt.i€alisierbar bzw.
zu kostenintensiv ist, flihrt man immer einen Test durch. Dazu wahlt man eine Stichprobe aus und

zahlt dabei die ,Objekte”, welche die Behauptung bestatigen oder widerlege!,

Ein solches Testergebnis wird immer vom Zufall gesteuert. \Wenn‘i2 Beispiel b) in einer Kiste mit
Glaskugeln 40% rote sind, und wir greifen zufallig (also blind) 200 Kuge i (das ist dann der Umfang
der Stichprobe) heraus, dann kann man erwarten, dass 40% ~: voi: rot sind, also 80. Diese Zahl
nennt man den Erwartungswert. Man berechnet ihn durch die "ormel: E=n.p =200-0,4=80.

80 rote Kugeln unter 200 zu finden, ist natirlich reine Sp&izuation, denn wir kdnnen zufalligerweise

auch 95 rote finden, oder aber auch nur 70, je nachdeny, wie wir hineingreifen.

Wie wahrscheinlich solche Ziehungsergebnisse ¢ind, kann man berechnen. Da beim Ziehen aus der
Kiste die roten Kugeln laut Angabe mit der konstai.ten Wahrscheinlichkeit p = 0,4 vorkommen, stellt
das Ziehen von 200 Kugeln eine Bernoul'i-riatte dar. Die Wahrscheinlichkeit der einzelnen

Ergebnisse wird daher mit der Binorialvar.eilung berechnet. Rechnen wir also nach:

X sei die Anzahl der roten Kugelriyunter 200 gezogenen mit p,ot = 0,4. Dann erhalt man

a)  genau 80 rote Kugeln mit-!2(X = 80) = 0,0575 ~ 6% [ETEEDI (it 2180 3 22 0. 0575
b)  genau 95 rote Kugeln'siit > (X = 95) = 0,0056 ~ 0,6% binomialPDf (95, 200, 0. 4) 0. o056
c)  genau 70 rote Kugelrimit P(X =70)=0,0205 ~ 2% feriremEL B TILE 21000, W, &

0.0205

Daraus erkennt men, dass man rein zufallig mehr als 80 rote Kugeln finden kann, aber auch weniger.
Annahme oder Ablehnung?

Weicht die \/anz.ahl der gefundenen Objekte deutlich (die Mathematiker sagen dazu ,signifikant) vom
Erwartungiwert ab, dann wird man die Annahme oder Behauptung ablehnen, also der Behauptung,
dass 40% der Kugeln rot sind, nicht glauben. Und dennoch kann sie wahr sein, auch wenn uns der
Zufall eine deutliche Abweichung beschert hat. Zufallige Schwankungen bringen es also mit sich, dass
dabei Fehler passieren kénnen, und zwar folgende:

Man kann eine wahre Behauptung versehentlich ablehnen, man kann aber auch eine falsche
Behauptung versehentlich glauben! Dies werden wir uns genauer ansehen, und spater werden wir

sogar lernen, die Fehlerwahrscheinlichkeit zu berechnen.
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Spiegelt das Testergebnis die Realitat wider?

Wir wollen eine Lieferung testen. Die Abbildung (eine Vierfeldertafel) zeigt, dass es dabei zu vier

unterschiedlichen Situationen kommen kann. Dazu definiere ich diese Ereignisse:

G = Wir haben eine gute Lieferung erhalten, G = ...eine schlechte Lieferung.

Und das ist moglich:

Realitat )
G ~
(1)  Realitat und Testergebnis konnen ilibereinstimmen. ~
. . S Fehler 2. Art
Dann ist alles in Ordnung. G gtt;:rgglm \ * Versehentiche
Das kann in zwei Fallen passieren: Test— Annahme
Die Ware ist gut und der Test bestétigt es. ergebnis
Die Lieferung ist schlecht, und wir finden das G FeQlgr (. Art Uberein-
Farsenentliche :
auch durch das Testergebnis heraus. Ab:hnung stimmung
|
(2) Liefert der Test jedoch ein von der Realitét 7

abweichendes Ergebnis, dann ist einer dieser beiden Felies passiert:

Beim Fehler 1. Art lehnt man eine gute Lieferung versehentlich ab.

Beispiel: Die Stichprobe aus einer guten Lieferung@ninalt zufallig zu viele defekte Schrauben.

Beim Fehler 2. Art nimmt man die Lieferung. verschaentlich an, obwohl sie in Wirklichkeit sehr
fehlerhaft ist.

Beispiel: Das Medikament gegen Bluthochdruck doch nicht so wirksam ist wie behauptet, aber

das Testergebnis prasentiert uns'zafaitiq viele positive Wirkungen.

Es gibt dazu im Wesentlichen zwei Aufgabenstellungen:

Fihrt man einen Test durch, benitiat man eine Entscheidungsregel, die uns sagt, welches

Testergebnis zur Annahme lizy/,Ablehnung der zu testenden Hypothese fiihrt.

1. Aufgabe: Die Entscheiduiigsregel (fir Annahme bzw. Ablehnung) ist gegeben. Dann wird verlangt,
dass man dig"Citte dieses Tests Uberprift, indem man ausrechnet, mit welchen Wahrschein-
lichkeiten/Giz "enler 1. Art bzw. 2. Art auftreten. Das sagt dann auch etwas Uber die Gite des

Tests &.1s.

2. Avigace: ian soll selbst die Grenzen fiir Annahme bzw. Ablehnung ermitteln, die Entscheidungs-

n202l also festlegen. Dabei soll man darauf achten, dass der Fehler 1. Art nicht zu grof3 wird.

Dabei kommt es zu interessanten Uberlegungen, denn der Verkaufer hat andere Erwartungen an ein

Testergebnis als der Kunde, er wird also seinen Test anders bewerten!
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2.2 Rechtsseitige Signifikanztests

Beim linksseitigen Signifikanztest lautet eine Nullhypothese etwa p > 0,8 (mindestens 80%).

Diese wird also angenommen, wenn man hinreichend grofRe Testergebnisse findet,

und folglich wird sie abgelehnt, wenn man signifikant wenige findet.

Der Ablehnungsbereich liegt also links: z. B.so: S={0,...,35] 36, ..., 50}

A A

Beim rechtsseitigen Signifikanztest lautet eine Nullhypothese etwa p < 0,6 (héchsens 50%).

Diese wird also angenommen, wenn man hinreichend wenige Testergebnizse<indet,

und folglich wird sie abgelehnt, wenn man signifikant viele findet.

Der Ablehnungsbereich liegt also rechts: z.B.so: S={0,...,14 |15, ..., 20}
%f_ - T/

A
Man kann es sich so merken:

Behauptet man, dass p mindestens (>) .... ist,
wird die Nullhypothese fir kleine Werte von X abgelehat. Linksseitiger Test.

Behauptet man, dass p hochstens (<) .... ist,
wird die Nullhypothese fir groRe Werte von X cbgelehnt: Rechtsseitiger Test.

Auch hier gibt es verschiedene Aufgabenstellungeii:

1. Fall: Die Entscheidungsregel ist gegeben, =ehler 1. Art (und ggf. 2. Art) wird berechnet,

2. Fall: Die Entscheidungsregeliistso cufzustellen, dass ein vorgegebenes Signifikanzniveau

eingehalten wird.

3. Fall: Die Entscheidungsi< jerist aufzustellen, so dass z. B. das Gesamtrisiko (also die

Summe der~ell<r [ und 2. Art) minimal wird.

Hinweis: Es giat irnmer wieder Aufgabenstellungen, die sehr unklar formuliert sind.
[aan weild man nicht sofort, welchen Ansatz man machen soll, einen
iechts-seitigen oder linksseitigen Test.

Im Abschnitt 2.3 zeige ich einige Beispiele dazu und gebe Tipps, wie man
dann einen Lésungsweg findet.
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‘B

ausschiuttet?

Automat dann sperren lassen, wenn er mehr als 15-mal verliert.

\Wie wirden Sie den Test einschatzen?

eispiel 4: Gegebene Entscheidungsregel — Bewertung des Tests

Bei Spielautomaten der Sorte K durfen laut Verordnung nur héchstens 60% der Spiele verlorene

Spiele sein. Ein amtlicher Prufer testet einen Spielapparat so: Er will 20-mal spielen und den

a) Berechne die Annahmewahrscheinlichkeit sowie die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art.

b) Wie grol} ist der Fehler 2. Art, wenn der Apparat tatsachlich in 70 % aller Falle keinen Ciexviain

/

IMusterlésung
1. Testumfang: n=20
2. Nullhypothese: p<0,6
3. Testvariable: X = Zahl der verlorenen Spiele
X ist binomial verteilt mit p ="0.6
4. Erwartungswert:  E(X)=n-p=12
5. Definitionsbereich fur X: S:{(‘"n'...; ;...;15|16;...;20}
N X A
6. Bewertung des Tests:

Annahmewahrscheinlichkeit:

Fehler 1. Art:

o 5HP(AL=P(X>16) =0,0510

(Versehentliche Ablehnung).

Fehler 2. Art:

B =P(AVE (X <15) =F, (15,20,0,7) = 0,7625 .

(TI Nspires)

“ersehentliche Annahme bei p = 0,7)

P(A) = P(X <15) =

F,(15;20;0,6) = 0,9490

x

Obere Schranke: 15

Anz. Versuche, n: I2O -
Wahrscheinlichkett, p: [0 6 -1
Untere Schranke: IO -1

|~OK~| |-Abbruch—|

binomCdf]20,0.6,0,15) 0940048 | <
binomCdf(20,0.6,16,20) 0.050952
binomCdf{20,0.7,0,15) 0.762492

Also misste der Annahmebereich kleiner gemacht werden.

Bei dieseniiT et spielt der Fehler 1. Art keine grof3e Rolle, da es um den Schutz der Kunden geht.
FlrGietstes wichtig, dass sie eine moglichst hohe Sicherheit darin haben, dass kein betriigerischer

Automat’ihre Gewinne behalt. Unter diesem Aspekt ist der Test sehr schlecht, denn B ist viel zu groR.

Friedrich Buckel
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Beispiel 5: Entscheidungsregel festlegen

Beim 2. Automaten spielt er 50-mal. Wie muss er die Grenzen des Ablehnungsbereiches
festlegen, wenn das Signifikanzniveau 10 % betragen soll?

Muss er bei 38 verlorenen Spielen den Apparat einziehen?

Musterl6sung vV
1. Nullhypothese Ho: p<06
Man geht bei dieser Nullhypothese davon aus, dass der Apparat in Ordaung ist.
2. Testumfang: n =250
Testvariable: X = Zahl der verlorenen Spieiz2
X ist binomialverteilt mit p = 0,6 und hat die Definitionsmenge(S={0; ... ; 50}
4. Erwartungswert: E(X)=n-p=50-0;3=239

5. Annahme- und Ablehnungsbereich: S ={0;1;...;[3al:%:L|R;...; 50}
——- %,—/

A A

In dieser Menge stehen zwei gesuchte Zahlen L{(liiv'ss und rechts), man kann auch

k und k+1 verwenden. Sie bilden dann die Entscheidungsregel.

6. Festlegung von R durch die Bedinguna: "Das Signifikanzniveau soll 10 % betragen,

d.h. fiir den Fehler 1. Art soll geltens™=a = P(K) =P(X>=R)<0,1

Man benétigt hierzu die Umkehiwac der Binomialverteilungsfunktion, denn man kennt

den Funktionswert 0,1 und stcht den X-Wert, also R.

Verschieden. Wege zur Losung dieser Ungleichung.

i, Berechnung mit einer Tabelle

Man bendtigt die Tabéelle aar Verteilungsfunktion Fg(x,n,p) zu n = 50. Und speziell fir p = 0,6.
Das ist nun gerade ein¢ etwas schwierigere Aufgabe, denn die Tabellen sind meist so angelegt, dass

man fur p-Werte iikar (/5 den unteren und rechten Tabelleneingang verwenden muss:

Und dann muts man den gesuchten wert durch Subtraktion von 1 berechnen.

Verteilungsfunktion Fg(x;n;p) der Binomialverteilung

0,05 0,10 1/6 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

16 1,0000 | 1,0000 | 0,9978 | 0,9856 | 0,9017 | 0,6839 | 0,3889 | 0,1561 | O,0427 | 0,0077 33

17 1,0000 | 1,0000 | 0,9992 | 0,9937 | 0,9449 | 0,7822 | 0,5060 | 0,2369 | 0,0765 | 0,0164 32

18 1,0000 | 1,0000 | 0,9997 | 0,9975 | 0,90713 | 0,8594 | 0,3356 | 0,3356 | 0,1273 | R.3325 31

0

Man liest ab, dass P(X <33)>0,1 aber P(X <34)<0,1 ist. (Ist hier nicht zu sehen.)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Moglichkeit mit einem Rechner, der Binomialfunktionen berechnen kann.

a) Losung durch Probieren (Screenshot Tl Nspire CAS)

Dann kann man beispielsweise so vorgehen, dass man sich so lange einige Werte berechnen
Iasst, bis man auf die Zahl den Wert 0,1 st63t, was zwischen 34 und 35 passiert.

Hier eine Liste von solchen Funktionswerten:

binomCd£{50,0.6,33,50) 0936876
binomCdf{50,0.6,34,50) Ga6091
binomCdf{50,0.6,35,50) 7095502

b) Ldsung mit einer Rechner-Wertetafel (Screenshot: Tl Nspira'CAS)

. . . . . . . = v
Man definiert eine Binomialverteilungsfunktion v x f:

| Lists & Spr ad binomCdf..

wechselt dann zu ,Lists & Spreadsheet” und \ A 52, 0.335613

e Lo 1

i . . . 33. 0236676
I&sst sich dort eine Wertetafel anzeigen | 2 infiigen 10156001
| R e 35, 0.095502

ImﬁneﬂxkbmomcdﬂSQ&6J50J X 4:statistik 36. 0.053955

II ' s Wertetabelle 37. 0.027988

L — P

Wihlt man diese Methode fiir CASIO ClassPacd! Il,

dann empfehle ich eine explizite Folge zu erzeugan;so wie ich das auf Seite 11 gezeigt habe.
3. Moglichkeit mit einem Rechner, der die=nverse Binomialfunktion kennt.

Neue Rechner besitzen eine Berechnungsmrdglichkeit fur die inverse Funktion zu Binomial CDf.
Damit kann man eine Gleichung (nickt Eagitichung) der Form P(X <k)= o I0sen,

d. h. man gibt n, p und o ein und:irha'*dann k.

WARNUNG: Diese invers.' Bi..omialfunktion bezieht sich auf die Funktion, die
P(X <k) wre:hnet. In unserer Aufgabe heift sie aber P(X>R).

Als . muss nan zuvor diese Umformung machen:
P(XZI-\)<O,1 & 1—P(X£L)<0,1 == P(XgL)>0,9

\Wir/wollen also die Gleichung BinomialCDf(0,x,50,0.6) = 0.9 ldsen lassen:

Screenshet vem Grafikrechner GTR CASIO fx CG 20:

éngerse B&noTigi
ata iVariable " :
Area :0.9 %gﬁ;gﬁg Inverse Binomial
Numtrial:50 Area-0.1 xInv=34

p (0.6 flkxInv:33

Da hier zwei L-Werte ein Ergebnis nahe bei 0,1 liefern, muss man eine Probe machen und
zwei Werte berechnen (siehe ganz oben). Man findet: L = 34.

Erg.. A={0;..;34_ |bzw. K:{BS:R ;...; 50}

Ergebnis: Man erkennt, dass ab R > 35 diese Wahrscheinlichkeit kleiner als 10% ist.

Die angegebenen 38 verlorenen Spiele flihren also zum Einzug des Gerates.
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